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1. Definiciéon y propiedades generales

El dlgebra de Boole es una estructura matematica que, como tal, abarca un
abanico de situaciones cuya componente comin es la que se formula en su
definicién.

En particular, el dlgebra de Boole tiene aplicacion en la sintesis de redes de
conmutacion, en el estudio de circuitos digitales y en el analisis y progra-
macion mediante ordenador.

Definicién de algebra de Boole
Un conjunto B dotado de dos leyes de composicién interna (suma y producto)

tiene estructura de algebra de Boole si se verifican las propiedades siguientes.

(1) Las dos leyes son asociativas.
(a+b)+c=a+(b+c)
(ab)c=a(be) Va,b,ce B
(2) Las dos leyes son conmutativas.
a+b=b+a
ab=ba Va,be B
(3) Cada ley tiene elemento neutro.

30eB/a+0=a VYaeB
dleB/al=a VaekB

(4) Para cada elemento a € B existe un unico elemento @ € B, llamado
complementario de a, tal que
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(5) Cada ley es distributiva respecto a la otra.

alb+c)=ab+ac
a+ (be)=(a+0b)(a+c) Va,b,ceB



Estos cinco pares de propiedades se consideran propiedades primitivas que
caracterizan la estructura de algebra de Boole. También reciben el nombre
de axiomas del dlgebra de Boole. El resto de propiedades se deduce a partir
de éstas.

Ejemplos de algebras de Boole

(1) Consideremos un conjunto U al que nos referiremos como universo.
Llamamos conjunto de las partes del conjunto U al conjunto formado
por todos los subconjuntos del conjunto U; lo denotamos por P(U).

Si el numero de elementos de U es card U = n entonces card P(U) = 2™,

Todo conjunto P(U) con las operaciones unién de conjuntos, U, e in-
terseccién de conjuntos, N, tiene estructura de algebra de Boole.

El elemento neutro de la unién de conjuntos es el conjunto vacio,
mientras que el neutro de la interseccion es el conjunto universo U.
El elemento complementario de cualquier subconjunto A € P(U) es el
complementario en el sentido de conjuntos:

A={zeU/xg A}

(2) Una proposicién légica es un enunciado declarativo que puede ser ver-
dadero o falso, pero no ambas cosas a la vez. El conjunto de las proposi-
ciones légicas con las operaciones disyuncién (o, V) y conjuncién (y, A)
tiene estructura de algebra de Boole.

(3) El élgebra de Boole binaria, formada tinicamente por dos elementos:

B=1{0,1}

Principio de dualidad del algebra de Boole

Toda propiedad que pueda deducirse de las propiedades primitivas o de
cualquier otra propiedad derivada de éstas da lugar a otra propiedad que
se obtiene intercambiando:

- las operaciones suma y producto,
- los simbolos 0 y 1.
La propiedad asi obtenida recibe el nombre de propiedad dual de la inicial.

El principio de dualidad es consecuencia de la propia estructura de algbra de
Boole, ya que cada par de propiedades en su definicion esta formada por una
y por su dual.



Propiedades en un algebra de Boole

Las siguientes propiedades son consecuencia de las propiedades primitivas.

(1) Involucién. T=uz, VzebB.
(2) Idempotencia. z+z=2z, zx=2xz, VYVx€B.
3) z0=0, z+1=1, VzebB.

r+axy==x
(4) Absorcion. Y Va,yeB.
r(x+y) ==z

(5) Los neutros son reciprocamente complemetarios. 0=1, 1=0.

6) x+Zy=x+y, z(@T+y ==xy, VYV, yebB.

(1% Ley) rT+y=

x
7) Leyes de De Morgan.
(7) (2° Ley) Ty=T+7y

Demostracién

(1) Basta comprobar que x hace el papel de complemetario de .
T+rx=z+72=1 AN ZTrx=x7=0

Las dos primeras igualdades se deducen de las respectivas conmutativas y las
dos segundas de la propiedad del complemetario. En consecuencia, T = x.

(2) Para demostrar la propiedad = + = = x, V& € B, escribimos:

r+r=(r+z)l=(+2)(c+7) =2+ (27)=2+0=2

La primera igualdad se deduce de la propiedad del neutro, la segunda del
complemetario, la tercera de la distributiva de la suma respecto al producto,
la cuarta del complemetario y la quinta del neutro.

La propiedad zx = x es la dual de la anterior y queda demostrada por
el principio de dualidad. Podemos efectuar su desarrollo observando que en
cada paso se emplea la propiedad dual, con lo que el resultado es precisamente
la propiedad dual de la demostrada.

rr=xrx+0=zcx+2TZ=2(r+7)=xl=z



(3) Las propiedades 0 =0, x + 1 =1, Vo € B, son una la dual de la otra.
Para demostrarlas podemos escribir:

t0=20+0=20+22=2(0+7)=27=0
r+l=(@+)l=(x+1)(z+7)=2+(17)=z+T=1

Las dos primeras igualdades son consecuencia de la propiedad del neutro, las
dos segundas del complementario, las dos terceras derivan de la distributiva,
las dos cuartas del neutro y las dos ultimas nuevamente del complemetario.

(4) Actuamos andlogamente para las leyes de absorcién.
rt+rxy=zl4+zy=z(l4+y =xzl==x

r(rz+y)=(2+0)(z+y)=2+0y)=2+0=2

Las dos primeras igualdades se derivan de la propiedad del neutro, las dos
segundas de la distributiva, las dos terceras de la propiedad (3) y las dos
cuartas otra vez del neutro.

(5) Las propiedades 0 = 1 y 1 = 0 se deducen de la propiedad (3) segiin la
cual 0+1 =1y 01 =0 y ésta es la condicién para que un elemento sea el
complementario del otro.

(6) Se cumplen las siguientes cadenas de igualdades:
r+Ty=(r+7)(@+y)=1(r+y)=r+y
r(T+y)=2T+zy=0+zy=1Yy

Otra vez una propiedad es la dual de la otra. Las dos primeras igualdades
provienen de la propiedad distributiva, las dos segundas del complementario
y las dos terceras del elemento neutro.

(7) Demostramos la 1% ley de De Morgan, x +y = T7, lo cual equivale a
probar que se cumplen las dos igualdades siguientes:

(i) z+y+Ty=1 (ii) (z+vy)(Ty) =0
Probamos (i):
r+y+z2y=|[z+y) +7[(z+y)+y =[z+T) +yllz+ (Y +7)] =

=[l+yllz+1]=11=1
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Probamos (ii):

(z+y) (@Y) = @Y+ E@Y] = @T)7+ WY T =

En ambos casos, las primeras igualdades son consecuencia de la propiedad
distributiva, las segundas de las propiedades asociativa y conmutativa, las
terceras del complementario y las cuartas de la propiedad (3).

La 2% ley de De Morgan, Ty = T + ¥, es la dual de la 1* ley y queda

=07 +07=0+0=0

demostrada en virtud del principio de dualidad.

Tabla de las operaciones en el algebra de Boole binaria

Empleando las propiedades del neutro en cualquier algebra de Boole y la
propiedad de idempotencia, podemos completar las tablas de las operaciones

en B=1{0,1}.

+10 1 0 1
0[0 1 070 O
111 1 110 1

Operaciones derivadas en un algebra de Boole

e Diferencia simétrica

r@y=cy+Ty=(r+y)(T+7)

Propiedades
1) z@y=ydx

(

2) 20 (yd2)=(rDy) ®=2
(3) z¢0=2x

4) z®z=0

(5) z(y®z)=(ry) & (z2)

Operacién de Sheffer NAND

r|ly=Ty=T+7

Propiedades
(1) z]z=7
(2) zly==xy

3) Z|ly=z+y



e Operacién de Pierce  NOR

Propiedades
(1) zlz=




2. Funciones booleanas en el algebra de Boole binaria

Consideramos a partir de ahora el dlgebra de Boole binaria B = {0, 1} y
denotamos mediante B™ el producto cartesiano de B por si mismo n veces.

B*"=BxBx--xB={(x1,29,...,2,)/ z; €{0,1},i=1,...,n,}

Los elementos de B™ son n—plas de elementos de B, es decir, sucesiones de
0’s y 1’s cuyo numero total es n.

Funcién booleana en B = {0, 1}

Llamamos funcién booleana definidaen B = {0, 1 } o funcién de conmutacion
logica a toda aplicacion

f:B"—B
de manera que f(x1,29,...,x,) pueda expresarse a partir de las operaciones
definidas en B efectuadas sobre las variables xq, xo, ..., z,.

Ejemplos
f:B%*— B definida por f(x1,2) = 1 + 29

g:B*— B definida por g¢(z1,15) = 1 Ty

Tablas de valores o tablas de verdad

Toda funcién booleana en B = {0, 1} puede representarse mediante tablas
de valores o tablas de verdad. Las n primeras columnas permiten representar
los 2™ elementos de B™ y la columna final indica el valor asignado por la
funcién f a cada n—pla (z1, 22, ..., z,).

Ejemplo

Tablas de verdad de algunas funciones binarias (de dos variables) definidas

en B=1{0,1}.

OR | AND NAND | NOR
T Ty | T+ my | mixy |11 DT | 1|2 | 71 ] @
0 0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0
11 1 1 0 0 0




El algebra de Boole binaria de los interruptores

Un interruptor instalado en un circuito eléctrico es un mecanismo que pro-
duce dos respuestas: permite o impide el paso de la corriente eléctrica.

Se puede pensar en el conjunto de respuestas de un interruptor como en los
elementos de un dlgebra de Boole binaria B = {0, 1}, asociando valor 1 a la
variable que denota el interruptor en caso de permitir el paso de la corriente
y valor 0 en caso de impedir el paso de la misma.

® &

x toma valor 0 z toma valor 1

La suma de dos variables z, y asociadas a interruptores corresponde a la
instalacion de ambos interruptores en paralelo. El interruptor asociado a la
suma = + y ofrece respuesta 0 Unicamente en el caso en que z, y ofrecen
respuesta 0.

— == O+

— O O8
— O~ oI
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Por su lado, el producto de dos variables x, y asociadas a interruptores
corresponde a la instalacion en serie. El interruptor asociado al producto x y
unicamente ofrece respuesta 1 si x, y ofrecen respuesta 1.

& &

-~ e
xXr Yy Ty
r Yy|xy
0 0] O
0 1] 0
1 0] 0
1 1] 1

Niumero de funciones booleanas en el algebra de Boole binaria

Para el élgebra de Boole binaria B = {0, 1}, el nimero de funciones de n
variables f : B" — B resulta ser igual al nimero de variaciones con repeticion
de 2 elementos tomados de 2" en 2".

El nimero de elementos en el conjunto B" es 2" y para cada uno de estos
elementos una funcién f definida sobre B = {0, 1} puede tomar valor 0 o
valor 1. Entonces,

card{ f | f: B" — B} = RVygn = 22"

Para n = 2, el nimero de funciones de conmutacion légica de dos variables
es 2 = 16; para n = 3, el nimero de funciones de tres variables es 28 = 256;
para n = 4, el ntimero de funciones de cuatro variables es 2!6 = 65536.

Tablas de las funciones booleanas de dos variables

A continuacién se ofrecen las tablas de las 16 funciones de conmutacién légica
de dos variables. Junto a cada tabla se encuentra una expresiéon simplificada
de la férmula en términos de las operaciones suma, producto y complemen-
tario.

11
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Ty w2 | fi2 Ty T2 | fis

0 O 1 0 O 1

0 1] 1 fi2 =71 0 1|1 fi3 =T 1+
1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 1

r1 T2 | fia Ty w2 | fi5

0 0| 1| fus=ZTi+Tea=mzlz2 |0 0| 1

0 1|1 0 1] 1 Ji5=1

1 0 1 NAND 1 0 1

1 1 0 1 1 1

Definicién de maxterm y de minterm
B = {0, 1} denota el dlgebra de Boole binaria.

En B™ el producto de n variables diferentes, complementadas o no, recibe el
nombre de minterm o término minimo.

En B™ la suma de n variables diferentes, complementadas o no, recibe el
nombre de mazxterm o término maximo.

Ejemplo
En B* son minterms X1 To T3 Ly X1 Ty X3y
B3 T T +7T
En son maxterms x4+ To + X3 1+ To 4+ X3
Propiedad

(1) Toda funcién booleana f : B" — B puede ser expresada como suma
de minterms (suma de productos). Esta expresion es la que se conoce
como forma canonica disyuntiva de la funcién f.

81 .0 on 5 _ ) X
flzy, 2o, ... ) = E R R x; —{j
1

(2) Toda funcién booleana f : B" — B puede ser expresada como producto
de maxterms (producto de sumas). Esta expresion es la que se conoce
como forma candnica conjuntiva de la funcién f.

f(xlaﬂfzw--,lﬁn)ZH(QE‘IS1+3:§2+---—|—3;2") g;f:{_

13



De las dos formas candnicas la méas empleada es la forma disyuntiva.

Propiedad
(1) Las formas canénicas de una funcién booleana f : B™ — B son tnicas.

(2) Dos funciones booleanas son equivalentes (son la misma funcién) si y
solo si tienen las mismas formas candnicas.

Obtencion de las formas candnicas

1. Obtencion a partir de la tabla de valores de la funcion

La forma canodnica disyuntiva de una funcién f : B" — B se obtiene a partir
de cada uno de los valores 1 que toma la funcién. La tnica forma en la que
un producto de todas las variables (o sus complementarios) toma valor 1 es
con todos sus factores tomando valor 1. Asi el nimero de minterms en la
forma disyuntiva es igual al nimero de 1’s en la tabla de valores de f.

Por su lado, la forma candnica conjuntiva de una funcion f : B" — B se
obtiene a partir de cada uno de los valores 0 que toma la funcién. La tnica
posibilidad para que una suma de todas las variables (o sus complementarios)
tome valor 0 es con todos sus términos tomando valor 0. El nimero de
maxterms en la forma conjuntiva es igual al nimero de 0’s en la tabla de
valores de f.

Para una funcién f : B — B, la suma del nimero de minterms en la forma
candnica disyuntiva y el nimero de maxterms en la forma canénica conjuntiva
es igual a 2", que es el cardinal de B".

Ejemplo

Obtencion de las formas candnicas disyuntiva y conjuntiva de la funcién
f : B> — B cuya tabla de valores es

8
-

8
NS

8
w

[ e e M= N )
R, OO+, K~ OO
— O, O, OO
—_ O O == O
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Forma candnica disyuntiva:

f(z1, T2, x3) = Ty Ta T3 + T1 X2 T3z + T1 Lo T3 + Ty T2 Ty + T1 To T3

Forma candnica conjuntiva:

f(z1, o, x3) = (21 + 22 + T3) (T1 + 2 + x3) (T1 + 22 + T3)

Numero de minterms: 5. Numero de maxterms: 3. Total: 54+ 3 = 8 = 23,

2. Obtencién a partir de una expresién en férmula

Para obtener la forma canoénica disyuntiva a partir de una expresién cual-
quiera conviene, en una primera aproximaciéon, obtener una suma de produc-
tos, aunque estos productos no sean minterms. La propiedad que en mayor
medida permite esta aproximacion es la distributiva del producto respecto a
la suma.

Una vez obtenida la suma de productos, cada variable z; que no figure en un
producto se puede anadir al mismo multiplicando por 1 en la forma

A continuacion se vuelve a aplicar la propiedad distributiva.

Para la forma canodnica conjuntiva se requiere transformar la expresion inicial
en producto de sumas. En este proceso juega un papel esencial la propiedad
distributiva de la suma respecto al producto.

Una vez obtenido el producto de sumas, cada variable z; que no figure en
una suma se puede anadir a la misma sumando 0 en la forma

0:517]‘33]'

A continuacion se vuelve a aplicar la propiedad distributiva.

En ambos procedimientos, después de multiplicar por 1 o sumar 0 y aplicar la
distributiva, se debe eliminar los minterms o maxterms repetidos empleando
la popiedad de idempotencia.

Ejemplo
Obtencion de las formas canodnicas disyuntiva y conjuntiva de la funcion

[ : B® — B definida por f(z,y, 2) =T +y 2.

15



Forma candnica disyuntiva:

f@,y,2)=T(y+7) (z+2)+ (@ +T)yz
=TYyz+rTyYyz+rTYy2z+ryzZtaryz+ry=z
=ZTYz+TYZ+TYZz+TYZ+TrY=2

En este caso, la féormula inicial ya era suma de productos. En el primer
sumando se ha hecho aparecer las variables y, z, mientras que en el segundo se
ha anadido z. Después de aplicar la propiedad distributiva se ha comprobado
que el primer y el ultimo minterm estaban repetidos y se ha eliminado uno
de ellos.

Forma candnica conjuntiva:

[z, y, 2) = (@ +y) (T+2)

=ZT4+y+z22)(T+yy+2)

= (T—I—y—i—Z)(f—i—@/—i—?)(f—i—y—i—z)(f—i—@—i—z)
= (

T+y+2)T+y+2z)(T+Y+2)

En primer lugar se ha aplicado la distributiva de la suma respecto al producto
para obtener un producto de sumas. En el primer sumando se ha anadido la
variable z y en el segundo la variable y. Es importante anadir las variables
en el orden que figuran en la funcion, x y z. De esta manera la simplificacion
de maxterms es mas sencilla, tal y como ha sucedido con el primer y el tercer
maxterm que estaban repetidos.

Ejemplo

Obtencién de las formas candnicas disyuntiva y conjuntiva de la funcién
[ : B* — B definida por f(z, y, z, w) = (z +7) (2 + W) (T + 2).

Forma candnica disyuntiva:
fle,y, 2z, w) =2 2T+ 22Z4+2WT+TWZ+Y2T+Y2Z2+JwT+ywz

Después de aplicar la propiedad distributiva del producto respecto a la suma
ha aparecido una suma de ocho productos. De entre éstos, el primero, el
segundo, el tercero y el sexto son nulos, pues en ellos aparece una expresion
del tipo x @ 6 zZ que es igual a 0 por la propiedad del complementario. Los
cuatro productos restantes se escriben con sus variables en el orden dado por
la funcion, z y z w.

16



f(xa Y, =, 'LU):

Los minterms segundo y séptimo, cuarto y quinto asi como sexto y octavo
estan repetidos. Por la idempotencia, eliminamos uno de cada pareja y obte-
nemos la forma candnica disyuntiva de f con 5 minterms:

@y, 2,w) =2yZ0+2YZ0+TYzw+TY2W+TYZW

Forma candnica conjuntiva:

flay,z0) = (@ +G+ 272 +wd) (T +yJ+2+ ) (T +yy+Z +ww)
=(@+F+z+w) (@ +T+2+0) (@ +F+Z+w) (2 +T+Z+ )
(C+y+2+0) (2 +G+2+0)(T+y+z+w)
@T+y+zZ+w)T+y+2+0)(T+Y+2Z+w)

La expresiéon inicial de la funcién ya es un producto de sumas. En cada
sumando hemos anadido en la posicién correspondiente las variables que
faltan en la forma =7, yy, 2z 6 ww. Después de aplicar la propiedad dis-
tributiva aparecen los maxterms, observando que el segundo y el sexto estan
repetidos. Una vez eliminado uno de ellos se obtiene la forma canénica con-
juntiva de f con los esperados 11 maxterms, ya que card B* = 2* = 16 y en
la forma candénica disyuntiva obtuvimos 5 minterms.

flay,z,w)=(@+7+z+w) (@ +G+2+0) (x+F+Z+w) (2 +7+Z +0)
(z4+y+24+w0)T+y+24+w0) (T+Y+2z+w0)
T+y+z+w)(@T+y+24+0)(T+7+Z+w)(T+Y+Z+0)

17



3. Simplificacién de funciones booleanas

Las formas candnicas de una funcién booleana en B = {0, 1} son expresiones
unicas que identifican cada funcién booleana y la diferencian de las restantes
funciones. No son, sin embargo, expresiones sencillas ni tienen una forma
simplificada.

El objetivo de esta seccion es la obtencion de expresiones simplificadas para
las funciones booleanas, tanto si su expresion inicial es una de las formas
candnicas como si no lo es.

Métodos habituales de simplificacion de funciones booleanas
(1) El método “algebraico”.
(2) El método grafico: los mapas de Karnaugh.

(3) Los métodos iterativos: el método de Quine - McCluskey.

(1) El método “algebraico”

El método denominado “algebraico” consiste en la utilizacién de las propiedaes
generales vélidas en cualquier algebra de Boole.

Las siguientes propiededes facilitan en gran medida los procesos de simplifi-
cacion.

(i) Complementario. Permite eliminar términos de la forma

r+x=1 xx =0

(ii) Idempotencia. Permite reducir términos de la forma
r+r==x rr==2x
(iii) Absorcion. Permite simplificar términos de la forma
r+ry==x r(r+y ==z

(iv) Leyes de De Morgan. Actian sobre el complementario de las opera-
ciones reduciéndolo a complementarios sobre las variables

rT+Y=12yY Yy=x+y

18



(v) Distributivas. Permiten agrupar las variables, segin convenga, en pro-
ductos o sumas

ry+rz=z(y+2z) (x+y)(z+z2)=c+yz

Ejemplo
Simplificar la funcién f : B> — B definida por
flz,y,2)=x+Ty+axyz+axz+az.
Simplificacion:
flz,y,2)=x+Ty+ayz+axz+axz
=zx(1+yzZ)+7y+2(2+72)
=r+TYy+2x
=xr+7TY
=(z+7)(z+y)

Ejemplo

Simplificar la funcién f : B2 — B definida por
flz,y)=(x+y) (= +7) (T +y).

Simplificacion:

flx,y)=(x+y) (z+7) (T+y)
=@r+rytyr+yy) (T +y)
=[r+x@+y)+0](T+y)
=z(T+y)
=TT+ Ty

Ejemplo

Simplificar la funcién f : B* — B definida por

f({L', Y, z, w) =w+wr+yz.
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Simplificacion:

f(x’ y7 27 w):w_*—wf_{_yz
w(l+7)+yz
w+yz

Yz
7 +7)

Il
gl

I
gl

En esta simplificacion se ha empleado en primer lugar la propiedad dis-
tributiva. El paso de la segunda a la tercera linea es por la propiedad
1+2x =1, Vxr € B. A continuaciéon se ha empleado la 1* ley y seguida-
mente la 2% ley de De Morgan.

Ejemplo
Simplificar la funcién f : B* — B definida por

flz,y, zyw)=zw+axy+yz+aZz.
Simplificacion:

flz,y, z,w)=zw+zy+yz+azZz
rw+z(T+2z)+yz
TWHTYZ+ Y2

zw+ (r+yz)(YzZ+yz2)
=rzw+zr+yz
=z(w+1)+yz
=r+yz

De la primera a la segunda linea se pasa aplicando la propiedad distributiva;
de la segunda a la tercera, por la 2% ley de De Morgan; de la tercera a la
cuarta, por la distributiva y de la cuarta a la quinta por la propiedad del
complementario, a +a = 1.

Estos ejemplos muestran la principal dificultad del método de simplificacién
empleando propiedades generales del algebra de Boole: no existe ninguna
regla sistematica que establezca el orden en el que se han de aplicar ni los
términos sobre los que deben actuar las propiedades.

20



(2) Los mapas de Karnaugh

La simplificacion de funciones booleanas sobre el algebra de Boole binaria
B = {0,1} se complica cuando aumenta el nimero de variables que inter-
vienen. Para facilitar la tarea se emplean métodos graficos como el de los
mapas de Karnaugh, donde la simplificacion obedece a un proceso sistematico
que a continuacién se detalla.

Una funcién de n variables se representa mediante una tabla de 2™ posiciones.
Cada una de las posiciones de la tabla corresponde a un minterm. Su dis-
posicion es tal que el paso de una posicién a otra de la tabla, tanto en vertical
como en horizontal, corresponde a la variacién de una y sélo una variable.

e Para una funcién de n = 3 variables una tabla de 22 = 8 posiciones.

Y

N[00 01 11 10

0
1

e Para una funcién de n = 4 variables una tabla de 2* = 16 posiciones.

Y

LuN | 00 01 11 10

00
01
11
10

En ambos casos, la frontera superior de la tabla ha de pensarse como colateral
con la frontera inferior y lo mismo la frontera izquierda con la derecha. La
tabla, que por comodidad se dibuja sobre una porcion de plano, se encuentra
sobre un toro.

Método para obtener la tabla a partir de la funcién

Cada posicion de la tabla corresponde a cierta agrupacion de valores de
las variables. Hemos de mirar cuales de estas agrupaciones hacen que el
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valor de la funcién sea igual a 1 y, en este caso, colocar un 1 en la posicién
correspondiente.

Ejemplo:  f(z,y, 2z, w) =TyzZw+zyzZw

Ty
LuN | 00 01 11 10
00 | 1

01 1

11

10

Esta funcién consta exactamente de dos minterms. En el primero, se consigue
el valor 1 exactamente en el caso x = y = z = w = 0. En el segundo se
consigue valor 1 sélosiz =y=1alavezque z=0y w = 1.

Ejemplo:  f(z, vy, z, w) =Tyz

Ty
LuN | 00 01 11 10
00

01

11 1

10 1

El tnico término de esta funcién no es un minterm. Se obtiene valor 1
exactamente para x = 0, y = z = 1. La variable w no figura en la expresion
de la funcién de manera que ésta puede tomar valor 0 6 1 sin afectar al valor
de la funcién.

Ejemplo:  f(z, y, z, w) =7

Esta funcion toma valor 1 sé6lo si y = 0y w = 0. Las variables x, z no figuran
en la expression de la funcién asi que pueden tomar cualquier valor.
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Ty
Lo\ |00 01 11 10
00 1 1
01

11

10 1 1

Ejemplo:  f(z, vy, z, w) = z

Ty
Lo\ |00 01 11 10
00

01

11 1 1 1 1
10 1 1 1 1

El valor z = 1 hace que la funcién tome el valor 1. Los valores de x, y y
w no intervienen en el valor de la funcién, de manera que sus ocho posibles
agrupaciones dan lugar a ocho 1’s en la tabla.

e Una vez completadas las posiciones de la tabla con 1, se consigna valor 0
en las restantes posiciones.

Método para obtener la funcion simplificada a partir de la tabla

La disposicién de la tabla permite agrupar las posiciones con valor 1 en
grupos de 27 (0 < p < n) correspondientes a expresiones simplificadas.

e Para p = 3 agrupaciones de 23 = 8 posiciones con valor 1.

—_ = = =

1
1
1
1
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e Para p = 2 agrupaciones de 22 = 4 posiciones con valor 1.

—_ =
—_ =

e Para p = 1 agrupaciones de 2! = 2 posiciones con valor 1.

1

1

e Para p = 0 agrupaciones de 2° = 1 posicién con valor 1 (minterms).

En el momento de vaciar la tabla y pasar a la expresion simplificada de la
funcién conviene tener en cuenta estas dos reglas:

(i) Son preferibles las agrupaciones de més a las de menos 1’s, ya que dan
lugar a términos mas simplificados. Una agrupacién de un solo 1 es un
minterm y corresponde a un sumando sin simplificacién.

(ii) Si es necesario, las diferentes agrupaciones pueden solaparse, es decir,
tener 1’s en comun.

Ejemplo

Simplificar la funcién booleana f : B®> — B cuya tabla de valores es

ry z| f
0 0 0O
0 0 1|0
0 1 0|0
0 1 1] 1
1 0 0] 0
1 0 1] 1
1 1 0] 1
1 1 1] 1

La tabla de valores de la funcién tiene cuatro 1’s de manera que su forma
candnica disyuntiva es

fx,y,2) =Zyz+ayz+aryz+aoyz
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Mapa de Karnaugh de la funcién f:

Ty
N\ 00 01 11 10
o lo ol1] o
1ot 1

Expresion simplificada para f:

fle,y,2) =yz+ay+aoz

Ejemplo

Simplificar la funcién booleana f : B* — B cuya expresién es

flz,y, 2, W) =TYZW+TY2WHTY2zw+TYZw+Tyzw+rgzw+xy 2 w.
Esta funcién esta expresada en forma canoénica disyuntiva como suma de siete

minterms. Cada uno de ellos da lugar a un 1 en su tabla de valores o en su
mapa.

Mapa de Karnaugh de la funcién f:

Ty
Lo | 0001 11 10
00 0 0 0 O
01 /1 1]l0 o
11 (1] 1]of1
10 1]0 01

Expresion simplificada para f:

flx,y,z, w) =Tw+7yz
Ejemplo
Simplificar la funcién booleana f : B* — B definida por

flz,y, zyw)=zw+axy+yz+xZ
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Mapa de Karnaugh de la funcién f:

Ty
LuN | 00 01 11 10
00 0 0[1 1
010 01 1
11| 0[1]1]1
10| 0[1]1]1

Expresion simplificada para f:
Ejemplo

Simplificar la funcién booleana f : B* — B, f(x,y, z, w) =w+wT + y 2.

Mapa de Karnaugh de la funcion f:

Ty
Lo | 00 01 11 10
00 [[1[ 1 1 [1]
01| 0 0 0 0
11,0 0 0 0
10ﬂ0 01

Expresion simplificada para f:

gl

Esta funcién ya habia sido simplificada empleando propiedades generales del

algebra de Boole. Aplicando la propiedad distributiva, se puede otener una
expresion méas reducida de la funcion.
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Problema 1

Se desea construir una maquina para realizar votaciones en una junta di-
rectiva formada por un presidente y tres vicepresidentes. Las decisiones se
toman por mayoria simple y el presidente tiene voto de calidad, es decir, en
caso de empate su voto decide. Hallar la tabla de valores que representa esta
situacién, simplificar al méaximo la funcién booleana que se obtiene y disenar
un circuito para una tal maquina.

Ante una determinada proposicién cada uno de los miembros puede votar a
favor (1) o en contra (0). La decision de cada integrante de la junta directiva
es una variable booleana binaria. Denotaremos por a la del presidente y por
b, ¢ y d las de los vicepresidentes.

La decision de la junta directiva es una funciéon booleana f que depende las
variables a, b, ¢ y d que toma los valores 1 6 0 segin la tabla siguiente:

e i e il e i el e W e R an B an B en B an B en B an B an )
=, OO0 FERFEFEOOOOoOCS
_ OO R PR OO PR OORFRRFEOONN
R OFRP OO, O, OF,OFOFOX
== R RO OO0 0000 O~

La funcién booleana f(a, b, ¢, d) tiene como forma candnica disyuntiva una
suma de ocho minterms, correspondientes a los ocho 1’s que aparecen en su
tabla de valores. Se observa que la unica forma posible para que la junta
tome un acuerdo contrario a la decisién del presidente es con todos los vi-
cepresidentes votando lo contrario (lineas 8 y 9 de la tabla).

El mapa de Karnaugh de la funcién f es:
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ab

00 01 11 10
cd
00| 0 o 1] o
01| 0 oll1] 1
11 01|11
100 o01] 1

Expresion simplificada para f:
fla,b,c,d)=ab+ac+ad+bed

Aplicando la propiedad distributiva se obtiene una expresién mas simple que,
ademads, facilita la construccion mas econémica del cicuito para la maquina.

fla, b, ¢c,d)=a(b+c+d)+bcd

Circuito simplificado para la funcién f:

Jf
+a76+

Problema 2

Se quiere dotar a un ascensor de un dispositivo de seguridad para impedir
que puedan viajar ninios pequenos o pesos excesivos. El ascensor sélo podra
ponerse en funcionamiento cuando esté vacio o cuando su carga esté com-
prendida entre 25 y 300 Kg. Con esta finalidad se dispone en el ascensor tres
sensores: A sensible a cualquier peso, B sensible a pesos superiores a 25 Kg.
y C sensible a pesos superiores a 300 Kg. Disenar el circuito mas sencillo
posible que satisfaga las condiciones deseadas.

Llamamos a, b y ¢ a las respuestas de los sensores A, B y C, respectivamente.
Estas variables toman valor 1 si los sensores detectan el peso para el cual
estan diseniados y valor 0 en caso contrario.
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La funcién f(a, b, ¢) depende de las variables asociadas a los sensores y
produce respuesta 1 para permitir el funcionamiento del ascensor y respuesta
0 en caso contrario. Su tabla de valores es:

a b c| f
0 0 01
0 0 1] -
0 1 0] -
O 1 1| -
1 0 0|0
1 0 1] -
1 1 01
1 1 1|0

En esta tabla de valores aparecen sucesos imposibles marcados con el
simbolo - en la columna de valores de f. Por ejemplo, en la segunda fila, no
es posible que los sensores de 0 y 25 Kg no detecten carga y si lo haga el de
300 Kg.

El mapa de Karnaugh de la funcién f es el que se muestra a continuacion.
Respecto a la simplificacion de la funcién, los valores imposibles pueden
considerarse como 0’s o como 1’s, con el criterio de considerar agrupaciones
de mayor nimero de 1’s y asi obtener expresiones mas simples.

ab
|00 01 11 10

0 1 |- 1] 0

1 |- -]o -
Funcién simplificada: fla, b,c)=a+bec
Circuito:

JbJ—i

c
X Y
a
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4. Problemas propuestos

. Sea B un &lgebra de Boole y a, b elementos de B. Decir si son ciertas
o falsas las siguientes afirmaciones.

(a) ab=1=a=1Ab=1 (b) a>=a = a=0Va=1
(c) a*b* = a®b? (d) a+ab=b+ab

. Encontrar una funciéon booleana de dos variables que cumpla:

f
1
0
1
1

— —_ O o8
— O = oI

. Escribir como suma de minterms y como producto de maxterms las
siguientes funciones:

(a) f(a, b, ¢c)=a(b+7)
(b) fla,b,c)=ac+b
(¢) f(a,b,c,d)=(a+b)(c+d)(a+7)

. Determinar una forma candnica para cada una de las siguientes fun-
ciones booleanas:

(a) flz,y,2)=2+y+22+1+uay
(b) flz,y, 2, t) =z[(x+y)t+T+E]+T+z+1

. Simplificar las siguientes funciones booleanas:

() f(v,y,2) = +Ty+ayZ+az+az
(b) f(z,y)=(z+y)(x+7) (T+y)

(c) flz,y) = (v +y)’

(d) f(a,b,c)=(a+b+ab)(ab+ac+be)

. Empleando mapas de Karnaugh, simplificar las siguientes funciones:

() f(x,y,2,t) =TYZt+TY2t+TY2t+TyZt+Tyzt+axyzt+ayzt
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(b) f(z,y,2,t) =TYZt+TYzt+TyzZt+Tyzt+Tyzt+xyzt+
+axyztt+azyzt+ayzt+ayzt
(¢) flx,y,2,t) =TYZt+TY2t+Tyzt+Tyzt+axyzt+xyzt+

(d) f(z,y,21) =
7. Simplificar las siguientes funciones booleanas:

(@) f(z,y,2,t) =zyztt+ayzt+Tyzttryzt+aeyzi+ryzt+ayzt
(b) f(z,y,2,t) =zyt+Tyt+arz+ax+=z

8. Encontrar una funcién booleana que represente el circuito de la figura.
Simplificar la funciéon obtenida y construir un circuito equivalente lo

mas simple posible.
C }
B

A
% %
X Y
.~ | B
A -

B A

9. Simplificar el siguiente circuito:

A B
J
1 Ia c L
X S Y
A C
A B
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5. Resolucion de los problemas

1. (a)lab=1 = a=1Ab=1] Cierto

a=al=a(ab)=(aa)b=ab=1

b:1b:(ab)b:a(bb):ab:1} = a=10b0=1

(b)’a2:a = a=0V azl‘ Falso

a® = a es siempre cierto, no sélo para a =06 a = 1.

(c) | a®b* = a®V’ | Cierto

a*b> =aaabb=aab=ab
a’b®> =aabbb=abb=ab

()| @a+ab=0b+ab | Cierto

a+ab=(a+a)(a+b)=1(a+b)=a
b+ab=(b+a)(b+b)=(b+a)l=b

flx,y) =Ty +zy+zy | | flr,y) =2+7

— O OR
— O R oI
—_ = O Y~

3. (a) fla,b,c)=a(b+¢)=ab+at=ab(c+¢)+a(b+b)c=

=abc+abt+abc+abé=| abc+abc+abc

fla,b,¢)=a(b+¢)=(a+bb+cc)(aa+b+7) =
=(a+b+c)(a+b+e)(a+btc)la+b+e)(atb+e)(@+b+c) =

=|(a+b+c)(a+b+0)(a+b+c)(a+b+e)(@+b+7)
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=| abc+abc+abc+abc+abe

fa,b,c)=ac+b=(a+0b)(c+b)=(a+b+ct)(aa+b+c)=
=(a+b+c)(a+b+7?)(a+b+c)(a

=|(a+b+c)(at+b+e)(@+b

a

a+¢) = (a+b+cetdd) (a@+bb+ctd) (@+bb+e+dd) =

= (a+b+ctd) (a+b+ctd) (a+b+et+d) (a+b+e+d) (a+b+ct+d) (at+btctd)
(@+b+ctd) (@rb+ctd) (@+bictd) (@+b+c+d) (@tb+et+d) (a+bictd) =

=| (a+btctd)(atbtct+d)(a+b+e+d) (at+b+c+d)
(a+b+ctd)(@tb+c+d)(@+b+c+d) (@+b+ec+d
@+b+c+d)(@+b+c+d)(@+b+c+d

- (a) fla,y, 2) =2 +7+22+T+ay
flz,y,2) =Ty+2=Ty(z+2)+(x+72)(y+7) 2

flx,y,2)=Zyz+TyzZ+ayz+ayz+Tyz+27y2

flz,y,2) =Tyz+Tyz+axyz+ayz+Ty2

(b) flz,y, z,t)=z[(z+y)t+T+t]|+T+2+1
fla,y, z,t) =z[zt+yt+at]+xzt

fla,y, 2, ) =x(y+y) 2zt + (@ +T)yzt+a(y+y) 2zt +a(y+7)7t
flx,y, 2, t) =zyzttayzttoy2t4Ty 2tdoy 2ty 2z i+ay Zt+a gzt

fla,y, 2, t) =zyzt+ayzt+Tyzt+ayzi+ayzt+ayzt+ayzt
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flx,y,2) =2 +Ty+ayz+azz+a%
flz,y,2)=x(l+yzZ+2+2)+Ty=a+Ty
fla,y, 2)=(x+7) (e +y)=1l(a+y) =[x +y|
flz,y)=(+y) (z+7) (T+y)
fla,y)=(@+yy) (@+y) =z@+y) =eT+ry =[xy |
fla,y)=(@+yP=(r+y) (z+y) (c+y) =[x +y |
fa,b,¢)=(a+b+ab)(ab+ac+be)
fla, b,¢)=(a+b)(ab+ac+be)

f(a, b, ¢c)=aab+aac+abc+abb+abc+bbe

fla,b,c)=ab+abc+abc=| ab+abc

6. (a) f(z,y, 2, ) =TYZt+T Y2 t+TY2t+TyzZt+Ty2t+axyzt+ayzt

Ty

L\ | 00 01 11 10
00 0 0 0 0
01 |1 1/ 0 0
11 1] 1] o1
10| 1,0 01

Funcién simplificada: | f(z, y, 2, t) =Tt + 7=z
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ry
L\ 0001 11 10
00 |1 1 1 1]
01| 0 0 0 0
11101 1]0
10\1 1 1 1\

Funcién simplificada: | f(z, y, z,t) =t +yz2

() flz,y,2,t) =TYzZt+Tyzt+Tyzt +Tyzt +ayzt+zyzt+
+axyzt+ayzt

Ty
_ 0001 11 10
00 | 1] 0 01
01| 0of1 1] o0
11,01 1[0
10 1[0 o1

Funcién simplificada: | f(x, y, 2, t) =yt + 7yt
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(d) flz,y, 2, t) =2y Zi+TyZi+TY2t+Tyzt+ayzt+ryzZt+Tyzt

Ty
L\ | 00 01 11 10
00| 01 1] 0
01|01 1] 0
110 0 01]
10 [[1 1] 0 0

Funcién simplificada: | f(z, y, 2, t) =yZ+ Tzt +xyzt

7. () f(z,y, 2, t) =xyzt+eyzt+Tyzt+ayzttayzt+ryzt+ayzt

zy
L\ [ 0001 11 10
00| 0 0 0 0
010 01 1
1100 |1 [[1]1
100 0 |1 1

Funcién simplificada: | f(x, y, 2z, t) =xz+xt+yzt

(b) f(z,y, 2, t) =zyt+Tyt+orz+ao+=z

fla, gy, z,t)=ayt+Tyt+a2+T2=(x+T)yt+r2+T2

Funcién simplificada: | f(x, y, 2, t) =yt +z24+7Z
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8. La funcién que representa el circuito es:

f(A,B,C)=A(B+C)+ A(B+ BA)

Simplificacion “algebraica”:
f(A,B,C)=A(B+C)+AB+BA) =AB+AC+AB+AB=
=B+AB+AC=(B+A)(B+B)+AC=B+(A+A4)(A+C)

Funcién simplificada: | f(A, B, C)=A+ B+ C

Simplificaciéon mediante mapa de Karnaugh:

B
o\ 00 01 11 10
0 [+o.1[1] 1
1 [T 11 1]

Funcién simplificada: | f(A, B, C)=A+ B+ C

En el mapa de Karnaugh de esta funcion aparece un tnico valor 0. Asi,
su expresion simplificada corresponde a un tnico maxterm, A+ B+ C.

Circuito simplificado:

9. f(A,B,0)=AB+AC+AC+AB=AB+B+C+0)=A

Funcién simplificada: | f(A, B, C)=A

Circuito simplificado:
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6. El método de simplificaciéon de Quine-McCluskey

El principal interés de este método de simplificaciéon de funciones booleanas
radica en el hecho de que puede aplicarse a un niimero cualquiera de variables.
Ademas se trata de un procedimiento programable.

El método de simplificacién de Quine-McCluskey consta de dos etapas:
(1) El método de Quine (2) La cuadricula de McCluskey

(1) El método de Quine

Partiendo de la forma canénica disyuntiva de la funcién, se emplea la férmula
de simplificacion
rp+Tp=(@+T)p=1p=p

De esta manera se elimina una variable del producto que se considere en cada
momento (primero minterms, después productos de menos variables). Para
conseguir estas simplificaciones se actiia segiin el procedimiento siguiente:

1. Se define un indice que indique el numero de 1’s que tiene cada ex-
presion que se considere.

2. Se clasifica segin estos indices los minterms sobre los que la funcién
toma valor 1.

3. Se comparan las expresiones que tiene indice m con las que tienen indice
m+1, ya que son las tnicas que pueden diferir en una variable. Si las
expresiones comparadas tienen todas las cifras iguales excepto una,
se aplica la simplificacién indicada, sustituyendo la variable diferente
por un asterisco (x), colocando la expresion resultante en la siguiente
columna con el indice correspondiente.

Este proceso se reitera hasta que no se pueda combinar mas expresiones,
senalando de alguna manera (-) aquellas que han sido simplificadas pasando
a tener una variable menos.

Ejemplo

Simplificar f(x, y, 2) =Tyz+TYz+Tyz+Tyz+xY2.
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vy 2| f

0 0 01 indice | ternas pares | aislados
0 0 1|1 00 -

01 ol1 0 000 - 0%0 - 0 * x
0 1 1|1 1 001 - Ox1-

1 0 0] 0 010 - 01x-

1 0 110 2 011- x11

1 1 0] 0 3 111-

1 1 1|1

Se ha comparado, en cada columna, las expresiones de indice 0 con las de
indice 1, las de indice 1 con las de indice 2 y las de indice 2 con las de 3.

Una vez realizadas las posibles comparaciones, una primera simplificacion de
la funcién corresponde a la suma de términos no marcados con (-). En el
ejemplo:

fl@,y, 2)=T+yz

(2) La cuadricula de McCluskey

La expresion que se obtiene una vez aplicado el método de Quine puede
contener términos redundantes. Para evitar este inconveniente se considera
la llamada cuadricula de McCluskey.

En las columnas de la cuadricula de McCluskey se disponen los minterms
iniciales, mientras que en las filas se colocan los términos resultantes de la
simplificacion de Quine.

Yz

TYz | TYZ
X

S
X ||l
ISy
s
X (|l
|

T
yz| X X

Cada simbolo x que se marca en la cuadricula supone que el término sim-
plificado de la fila representa al minterm de la columna. Algunas columnas
solo tendran un simbolo X, lo cual indica que el término simplificado es el
Unico que representa a ese minterm y, por lo tanto, es imprescindible.

El método de la cuadricula acaba marcando todas las expresiones impres-
cindibles (simbolo X), asi como los minterms que quedan representados por
los términos simplificados, hasta considerar todos los minterms de la funcién
inicial.
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En el ejemplo, al marcar X en la primera columna quedan recogidos los
minterms Ty z, TYZ, Ty 2z, Ty z, por lo que pueden senalarse estos cuatro
primeros. Al marcar X en la quinta columna queda recogido el minterm z vy z,
de forma que ya se han considerado todos los minterms iniciales.

La expresién simplificada definitiva para la funcién del ejemplo requiere los
dos términos obtenidos por el método de Quine y resulta ser

fla,y, z2)=T+yz
Ejemplo
Simplificar la funcion

flx,y,z,w) =TYZW4TY 2 wWHTYZWATYZWAT Y 2 WHTYZW+T Y 2 W+T Y 2 W.

indice 4-plas ternas pares | aislados
0
00x1-
0001 - 0%x01 -
: 0100- | o10x | O**1
100
0011- 0x11-
2 0101- 01x1-
1100 - 11%0
3 0111 - x111
1110- 111x
4 1111-

La simplificaciéon por el método de Quine es

y a partir de ésta se procede a completar la cuadricula de McCluskey.

flz,y, z,w) =TyzZ+yzZw+zyw+yzw+zyz+Tw

TYZW | TYZW | TYZW | TYZW | TYZW | TYZW | TYZW | TYZW
TYZ X X
YZw X X
TYW X
Yyzw X X
TYZ X
Tw X X X
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Simplificacion final de la funcién por Quine-McCluskey:

fl@,y, z,w) =Tw+yzw+zyz

Al marcar el simbolo X en la primera columna quedan representados los
cuatro minterms senalados con doble linea. Después se marca X en la posicién
de la fila 2 columna 3, lo que supone representar dos nuevos minterms, en
contraposicién al tinico nuevo minterm que supondria marcar la posicion de
la fila 1 columna 3. Por este mismo motivo se prefiere marcar la posicion de
la fila 5 columna 7, antes que la posicién de la fila 3 de la misma columna.

Las tres filas con simbolo X recogen todos los minterms de la funcién inicial,
de manera que la simplificacién de la funcién se consigue con los términos
reducidos de esas filas.

Observaciéon

Se puede afirmar, en términos generales, que en la cuadricula de McCluskey
siempre se debe considerar en primer lugar las expresiones méas reducidas de
la simplificacién, ya que éstas pueden representar mas minterms a la vez.
Dentro de las de un mismo tamano se preferiran aquellas expresiones que
representen a la vez a un mayor nimero de minterms nuevos, ya que de esta
manera se conseguira acabar antes con el recuento de todos los minterms de
la funcién, obteniendo asi una expresiéon mas simplificada.

Puede compararse este método de simplificacién con los métodos precedentes
sobre las funciones que han ido apareciendo en los diferentes ejemplos.
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