INTRODUCCIO A LES FUNCIONS DE
DUES VARIABLES

e Definicid, limits i continuitat

Una funcio escalar de dues variables és una aplicacié
f: R?*? — R
(z,y) — flz,y)
Representem habitualment les imatges a l'eix OZ, és a dir:  z = f(x,y).

Exemples

z:ny z:x2+y2 z = sin(z + y)

El domini de f és el conjunt de parells (x,y) a on esta definida la funcié f.

flay) =a* +y° Dom(f) = R?

o) = s Dom(g) = B — {(0,0)}

h(z,y) =+/22+y*>*—4  Dom(h)

{(z,y) e R?/a® +y* > 2%}

Representacio grafica

En general z = f(x,y) correspon a una superficie en R3.

Per exemple, z = 2% + y? és un paraboloide.

Per visualitzar la superficie s’utilitzen corbes de nivell que tenen com a expressié

flz,y) =k

Es tracta de corbes en el pla zy, on estan definides les variables.



Exemple: corbes de nivell de la funcié z = 22 + 3%

k=0 22+4°=0 (z,y) = (0,0)
k=1 4y =1 circumf. de radi 1
k=2 2+t =2= (\/5)2 circumf. de radi v/2
k=3 2249?=3=(V3)? circumf. de radi /3
k=4 2?2yt =4=22 circumf. de radi 2

-
/

7

Exemple: corbes de nivell de la funci6 z = xy.

k=0

k=0 ~0 v
1

k=1 xy =1 y=—
>

k=2 xy =2 y=—
x
-1

k=—-1 xy =—1 y=—
x
—2

k=-2 zy=-2 y=—
x

Limits de funcions de varies variables

lim  flr,y) =L < ®w>o 36>0 / 0<(z—20)2+ (y—yo)l<d=

(x,y)—»(a:o 7y0)

= |f(w,y) Ll << ]




El limit ha de ser el mateix en totes les direccions que s’apropen al punt (xg, yo).

Exemples
52 10
(1) im  2rY Y
(@y)—012) 2> +y* 5
5a2 0
(2) lim — Y — " indeterminacié
(@y)—©00) 22 +y* 0
I‘Q 2
li 5——y=0 j <1
w00 2+ g2 Y WA e =

3zy 0

3 Ilm ——=—- 7
3) (zy)—(00) 22 +y> 0
y = kx
(8}
tana = k

Considerem aproximacions a (0,0) per rectes de la forma y = kx:

Iim 3xkx _ m 3ka? 3k
=0 22 + (kx)? o0 (14+ k222 1+ k2

el limit no existeix (depen de k)

1

4 im —=
(4) (2,y)—(0,0) 2 + y?

Funcié continua

La funcié f = f(x,y) és continua en el punt (zg,yo) si

lim  f(z,y) = f(z0,%0)

(Ivy)—>($0 )yO)

Totes les funcions polinomiques sén continues.
La suma o producte de funcions continues és continua.
El quocient de funcions continues és continua excepte on s’anulla el denominador.

f(z,y) = vy

T2 —

Dom(f) =R? —{(x,y) /y =2?} f continua en Dom/(f)

Les funcions d’una variable continues es transformen en continues de dues variables quan
es composen amb funcions continues de dues variables.

f(z) =sinx continua en R f(z,y) = sin(2® + 3y) continua en R?



e Derivades parcials

Per a la funcié f = f(z,y) es defineixen les primeres derivades parcials com:

of (z, , h,y) — f(x,
f(;;y) = fila,y) = lim Sl + yf)b f(z,y)
of(z, . Y+ h)— f(z,
féﬂ; y) = fy(e.y) = lim flzy+ })L f(z,y)
Exemple
[z, y) = 2%y + cos(zy) y(x,y—i—h)_
0
o) =2y —ysin(ey) |- _—
N ()
a—y(m,y)—x — zsin(zy) ‘
x
VAN
|
|
i ¥
Notaci6
0 [(of\  of _ 0 (of\ _ o
Joy = @_y (%) © Oyox Jow = Ox (8y> ~ 0x0y
0 (Of\  O*f 0 [(of\  o*f
mglo)m e (5) o
Propietat

Per a una funcié f = f(z,y) amb f,, 1 f,, continues en un obert D es compleix la igualtat
de les derivades parcials segones creuades:

fxy(xay) = fy:c(xay) per a (:E?y) €D




Exemple: Comprovar la igualtat anterior amb la funcié f(x,y) = z%y>.
Je = 2xy3 Jee = 2y3 Joy = 6xy2
fy - 3I2y2 fyy = 61’2y fym = 6xy2
Exemple: El mateix per a la funcié f(z,y) = 2%y + cos(zy).

fz = 2xy — ysin(zy) fre = 2y — y? cos(zy) fay = 2z — sin(zy) — zy cos(zy)

fy = 2% — xsin(xy) fyy = —2% cos(zy) fyz = 2@ — sin(zy) — xy cos(zy)

fzy = fyx

Definicié de gradient

Considerem una funcié f = f(z,y). Anomenem gradient de la funcié f en el punt (x,y)
al vector de les derivades parcials:

Vf(x,y) = (fz(xvy)v fy<x7y))

Per exemple, si f(x,y) = 2%y® aleshores V f(x,y) = (2zy3, 322y?).

Derivada direccional

Suposem que f = f(z,y) és una funci6 amb derivades parcials en el punt (z,y).
Si u és un vector unitari (||u|| = 1), la derivada direccional de f en la direccié de u en el
punt (z,y) és:

Exemple
Valor de la derivada direccional de la funcié f(z,y) = x?y> en el punt (2, 1) respecte a la
direccié donada pel vector v = (3,4).



ector unitari w v (3v 4) (37 4)
Y _ _ _ _
o] V3242 5

Vf = (2xy3,3x2y2)

34\ 3 4
Dy f(z,y) = Vf-u=(2zy’32°%) =,z ) = = 2zy° + - 3%y
5'5) 5 5
3 4 60
D, f(2,1) = 244 -12="2 =12

(3)

2

D, f(z,y) = Vf-er = (2zy°,32°y) (1,0) = 229" = fo(z,)

De1f(271) = 4 :fz(271)

Dezf(xay) = Vf T €y = (2xy3,33:2y2) (07 1) = 3%’23/2 = fy(x7y)

Dle(zvl) = 12 :fy(271)

Observacid

Si la direcci6 respecte a la que es calcula la derivada direccional ve donada mitjangant un

angle respecte a l’eix OX, el vector de la direcci6 és

u = (cosa, sin ) llul| =1
(07 ﬁ/
1
a
)
cos @

Exemple
Valor de la derivada direccional de f(z,y) = x*y® en el punt P

6

sin o

= (2,1) respecte a una



direccio que forma un angle de 30° amb 'eix OX.

| S

i 1
u = (cos30° sin30°) = ( 5

\)

D, f(z,y) = Vf(z,y) u= 22y, 32°y") <§ 1) = V3ry® + gxzyz

D, f(2,1) = 2V3+6 ~ 9.464

Propietats del gradient

1. Si Vf(z,y) = (0, 0) llavors D, f(xz,y) =0 VYu

2. La direcci6é de maxim creixement de la funcié f ve donada pel vector V f(z,y). El
valor maxim de les derivades direccionals D, f(x,y) és ||V f(x,y)]|

3. La direccié de minim creixement de la funcié f ve donada pel vector —V f(x,y). El

valor minim de les derivades direccionals D, f(x,y) és —||V f(x,vy)]|

Demostracio
1. D, f(z,y) =Vf(z,y) - u=0-u=0 Yu
2./ 3. Dy f(z,y) =V f(z,y) - u=|[Vf(xy)llllullcose, [luf] =1.

u

Vf
P

El valor maxim de D, f(x,y) s’obté per a cos¢ =1 = ¢ = 0. El vector u té el mateix
sentit que Vf.
Valor maxim per a D, f(z,y): ||V f(z,vy)||

El valor minim de D, f(z,y) s’obté per a cos¢p = —1 = ¢ = m. El vector u té sentit
oposat a V f.

Valor minim per a D, f(z,y): — ||V f(x,vy)||
Exemple

Corbes de nivell i gradient per a la funcié f(z,y) = 2% + 3>



corbes de nivell:

Vf=(2z 2y) Vf(1,1)=(2,2)
Vi, -1)=(2,-2)
Vi—=1,1)=(-2,2)
Vfi(=1,-1)=(-2,-2)

Exemple
Corbes de nivell i gradient per a la funcié f(z,y) = xy.

corbes de nivell: k=0 zy =10 {;:8
1
x
2
x
-1
k=-1 xy = —1 y=—
x
-2
k=-2 aoy=-2 | y=—
x



Vi(z,y)=(y, v)

Propietat
Si f = f(z,y) té derivades parcials en el punt (zg,ys) amb V f(zo,y0) # 0, aleshores
V f(xo,90) és perpendicular a la corba de nivell que passa per (zg, o).

Exemple

Considerem la funcié f(z,y) = x?y3. Determinar les direccions de maxim i de minim
creixement de la funcié f(x,y) en el punt P = (2,1). Quins sén els valors de maxim i de
minim creixement?

Vi(z,y)=(2zy°, 32%y*)  Vf(2,1)=(4,12)

La direccié de maxim creixement ve donada pel vector gradient: V f(2,1) = (4,12).

(4,12) (4,12) ( 412 ):

u = = = ,
1(4,12)]] /42 4122 V160’ /160
9

(v 1)




També:

)

I

|
=
\‘H
=

|
[u—

+
Ne)

I
VR
3~
o

Valor de maxim creixement:

IV£(2,1)]] = V42 + 122 = V160 = | 4v/10 | ~ 12.649

Comprovacié:

Dqu(1,2):(4,12)< 3 ): 4 36 _ 40

70 vE) ~ vt v v A

Direccié de minim creixement:

CVF(2,1) = (—4, —12)

Valor de minim creixement:

—[IV£(2,1)]| = =V160 =| -4V'10

Comprovacio:
D_,V£(1,2) = (4,12) (\;11_0 \;13_0) = \7% =|—-4V10
\/ifo a = arctan 3 ~| 71, 56°
\/LTO
Problema

Un camp escalar és diferenciable en P = (1,2) i té com a derivada direccional 6 en la
direccié que uneix el punt (1,2) amb el punt (5,5) i derivada direccional de valor —2 en
la direccié que uneix els punts (1,2) i (1,0).

(a) Calcular V£(1,2).

(b) Existeix alguna direccié en la que (D, f)(P) =77

10



(c) Calcular en quina direccié (D, f)(P) = 4.

(a)

R :Q PE<1,2),Q5(5,5)

4p PO=0Q— P=(4,3)

1 : PG (43) (43 -
T T T 7 U_HP—>”—\/m—<g,g>, D, f(1,2) =6
R

P=(1,2), R=(1,0)
PR=R—P=(0,-2)
PR (0,-2)
|PR| - VorRr

= (0,-1), D, f(1,2) =2

v =

Dy f(z0,y0) = V f(0,90) - u ul| =1

El vector V f(1,2) és la incognita; designem les seves components com a (a, b).

—b=-2 b=2

4a+6=30 4a=24
Vf(1,2) = (fx(172)>fy(172)) = (672)

D, f(1,2) = (a,b) (£,%) =6 } §a+§b=6} 4a+3b:30}
1

(b) Valor maxim de les derivades direccionals: ||V f(xq, yo)]|-
IV £(1,2)]] = [|(6,2)|| = V36 + 4 = V40 ~ 6.32455
No existeix cap direcci6 u tal que D, f(1,2) = 7.

(¢) Dy f(1,2) = VF(1,2) u=4

Cerquem un vector unitari u:  u = (z,y) amb z?+y?=1.

(6,2) - (z,y) =4 61 +2y =4 y=2—3z
$2_‘_y2:1 .T2+y2:1

7+ (2-32) =1; 2?4120 +92° =1

11



12+ V144-120 12+v24 12426 66

102> =122 4+3=0; =z

20 20 20 10
6+6 64+v6 2—3V6 64+v6 2—3V6
10 10 10 10 10
0.8449 —0.5348 a1~—32.3°
6—6 6-v6 2+3V6 6—v6 2+3V6
10 10 10 10 10
0.3550 0.93485 Qa~69°
Uz
b
Uy
[
1

e Pla tangent i recta normal a una superficie

La forma més general en la que pot venir donada una superficie de R3 és una expressié

del ti :
o F(w,y,2) = 0

Per exemple, una esfera de centre (0,0,0) i radi R és: 2% + y* + 22 = R2.
Les superficies que fins ara haviem considerat venien donades en forma explicita:

Z:f<x>y)

Poden expressar-se en la forma general:  z — f(x,y) = 0.
F
Per exemple, el paraboloide z = 22 + y? seria z — 22 — 3% = 0.

2

També, z = 22 — y? que és un hiperboloide seria z — 2% + y* = 0.

VF

(xo,yo, Zo)

F(x,y,z) =0

12



Propietat
El vector VF (9, Yo, 20) = (Fﬁ(xo, Yo, 20)s Fy (20, Y0, 20), F (0, Yo, 20) ) és un vector normal
(perpendicular) a la superficie S d’equacié F(x,y,z) = 0 en el punt (xq, yo, 20)-

e Equaci6 del pla tangent a S en el punt (zg, yo, 20):

F. (0, Y0, 20)(x — x0) + F, (0, Yo, 20)(y — Yo) + F2(x0, Yo, 20) (2 — 29) =0

e Equaci6 de la recta normal a S en el punt (zo, yo, 20):

T — Xg N Y—Y N 2= 20

Fl’('r07y0720) Fy(x07y0720) Fz($0>y0730)

Exemple
Determinar el pla tangent i la recta normal a la superficie 22 + y? + 22 = 2% en el punt

(1,1,v2).

VF = (2z, 2y, 2z2)
VF(1,1,v2) = (2,2,2V?2)

2r—1)+2y—1)+2v2(z —v2) =0
r—14+y—14+vV2(z-Vv2)=0

Equacié del pla tangent pel punt (1,1, /2):

T4+y+V22—-4=0

Equacié de la recta normal pel punt (1,1, v/2):

r—1 y—1 z2—2 r—1 y—1 Z—/2

= — - -

2 2 21/2 1 1 V2

Exemple
Determinar el pla tangent i recta normal a la superficie del paraboloide z =4 — x
en el punt de coordenades (z,y) = (1/2,1).

22

13



1 11
1/2,1)=4-1/4-1=3— - = —

punt (5U07f9072’0) = (1/2 717 11/4)

z—4+2°+9y =0
F
VF(z,y,z) = (2x,2y,1); VF(1/2,1,11/4) = (1, 2, 1).

Pla tangent:
(x—1/2)+2(y—1)+1(z—11/4) =0
11 21

1
x—§—|—2y—2+z—Z:O; x+2y+z—Z:O

|4z + 8y +4z — 21 = 0|

Recta normal:

r—1/2 y—-1 =z-—11/4

1 2 1

e Derivaci6 parcial implicita*

0z 0z
Per a expressions de la forma z = f(x,y) hem calculat —, —.
ox’ Oy
A vegades z no ve donada en forma explicita perdo també es poden obtenir les seves
derivades parcials respecte a x i a y derivant en I'expressio general F'(z,y, z) = 0, suposant

z = z(z,y) en un entorn del punt en el que es deriva.

Exemple

. : z . 0z .
Calcular les derivades parcials — i — en 'expressio:

oxr Oy
r+y—+z+cos(ryz) =0 en el punt (0,0, —1).
z
Per a —: 9 P
Ox 1+ 8_; — sin(zyz) {yz - a:ya—;} =0

1 — zysin(zyz)] % = yzsin(zyz) — 1

dz  yzsin(ryz) —1 0z B
Or 1 — zysin(zyz) (‘31;(0’ 0)=-1

14



0z . 0z
1+ o sin(zyz) [xz + xya—y} =0

0z xzsin(zyz) —1 0z
9= 92 (0,0) = —1
Oy 1 — xysin(zyz) (9y< ,0)

e Extrems de funcions de dues variables

Suposem que f = f(x,y) és una funcié definida en una regié R del pla R? i (zg,10) € R.

1. f té un minim relatiu en (xg,yo) si f(x,y) > f(zo,yo) per a tots els punts (z,y) en
un disc obert al voltant de (xg, yo)-

2. f té un mazim relatiu en (xq,yo) si f(x,y) < f(xo,yo) per a tots els punts (z,y) en
un disc obert al voltant de (zg, yo).

£ i
S -

Punt critic

El punt (z¢, o) és un punt critic de la funcié f = f(z,y) definida en R si:
L. Vf(zo,90) =0 (fulzo,90) =0 A fylzo,50) =0)
2. fo(xo,v0) V fy(xo, yo) no existeixen.

Propietat
Si f té un extrem relatiu en (zg, yo) llavors (zg,yo) és un punt critic de f.

@ min. relatiu
max. rel [~

max. relatiu

15



Observacio
Busquem els maxims i els minims relatius entre els punts critics.

Definicié
La matriuv Hessiana és la matriu de les segones derivades parcials de la funcié f(x,y):

foa(T, ) foy(2,y) )

H(x,y) =
) (fyx(w7y) fon(z.9)

Definicié
Un punt de sella és un punt critic (Vf(:z:o, yo) = (0,0) ) que no és maxim ni minim relatiu.
En una direccié tindria un maxim relatiu i en una altra un minim relatiu.

W\

|

Propietat
Si f és una funcié amb segones derivades parcials continues en un obert que contingui al
punt critic (zo,yo) (Vf(zo,40) = (0,0)) aleshores:

1. Sidet H(zo,y0) > 01 frz(xo,%0) >0 = f té un minim relatiu en (zo, yo).
2. Sidet H(xo,y0) > 01 frz(x0,y0) <0 = f té un maxim relatiu en (z,yo).

< 0= ftéen (xg,yo) un punt de sella.

I

(
3. Si det H(Io, y0>
. Si det H(xg,yo) = 0, el criteri no decideix.

Exemple
Determinar els extrems relatius de la funcié  f(z,y) = 2 + zy + y* — 62 + 2.

Vf(r,y)=(2x+y—6, x+2y)

Punts critics: V f(x,y) = (0,0).

20+y—6=0 20 +y =06
r+2y=0 T =2y

} —3y=6;, y=-2; x=4.

Punt critic (zo,y0) = (4, —2).
2 1
e = (1 3)

16



(4, —2) | minim relatiu

AW, -2)= ( 1 2 frn(4,-2) =2 >0

2 1) det H(4,—2) =3 >0 }

Valor en el minim relatiu:
f4,-2)=16—-8+4—24+2=[-10|

Exemple
Determinar els extrems relatius de la funcié  f(z,y) = —2° + 4oy — 29> + 1.

Punts critics: )
-3z +4y =0
Vi(w9) = (0,0) e

z=0 y=20

o a2 _ 0 _ —_ 0
y = x; 3z° +4x =0; x(—3x+4)=0; {$:4/3 y—4/3

Punts critics: P =(0,0) P, = (4/3, 4/3).
—6z 4

H(0,0) = ( 0 4 ) det H(0,0) = —16 <0 = P, = (0,0) punt de sella

4 —4
f(0,0)=1

—4 foe (4/3,4/3) = -8 <0

H (4/3, 4/3) = ( 4 ) det H (4/3, 4/3)=32—16=16>o}
=

P, =(4/3, 4/3)| maxim relatiu

Valor en el maxim relatiu:

AN® 44 4\ 2 64 64 32 —64+96+27 |59
4/3.4/3) = — (=) +4---2 1= 42 224 = _
1473, 4/3) <3)+33 ()+ 7 "9 9" 27 27

3

Teorema del valor extrem o de Weierstrass

Tota funcié continua sobre una regié tancada i acotada R (compacte) arriba al maxim i
al minim absoluts en algun punt de R.

Observacio
Aquest és un teorema general, ja estudiat per a funcions d’una variable, on els compactes
son intervals tancats.

17



Metode d’obtencidé del maxim i del minim absoluts:
1. Maxims i minims relatius a U'interval (a, b), que és 'interior de [a, b].

2. Valors en els extrems f(a) i f(b), que son la frontera de 'interval.

Metode per a I'obtencié dels punts de maxim i minim absoluts
sobre regions R del pla

) ¥

1. Maxims i minims relatius a ’interior de R.

Trobar els punts critics i decidir amb H(z,y) si sén maxims o minims relatius.

2. Maxims i minims relatius sobre les fronteres (obertes).

Cada frontera es transforma en una funcié d’una variable i alla s’actua amb f' =0
i f” per a decidir.

3. Valors en els punts d’interseccio de les fronteres.

Finalment, entre tots els punts trobats als apartats 1., 2. i 3., es determinen els que donen
el maxim absolut i el minim absolut, per comparacio.

Exemple
Trobar el maxim absolut i el minim absolut de la funcié

fle,y)=2y—2r—3y pera 0<zx<4 i 0<y<2zx

En primer lloc visualitzem la regié R:

18



(0,0)" y ‘: 0 (4,0)

Com que f(x,y) és continua en la regié R, pel teorema de Weierstrass, assoleix els valors
maxim i minim absoluts.

1. Maxims i minims relatius a ’interior de R.

Vi,y) =y —-22-3)

Vf(z,y) = (0,0) Z:gzg} r=3,y=2 P=(32)

e = (Vo) #ea=(1 )
det(H(3,2)) =—-1<0 P = (3,2) punt de sella

2. Maxims i minims relatius a les fronteres (obertes).

(i) Segment sobre 'eix OX (y=0) entre els punts (0,0) i (4,0).

zig}pera0<x<4 - f(z,0) = =2z
f(@)=—2; f'(z)=-2; f'(z)=0; —2=0 Mai

11) Segment sobre la recta x = 4 entre els punts (4,0) 1 (4, 3).

ii) S bre 1 4 | 4,0)1 (4,8

r =4
Y=y

f)=y-8 fy=1 f(y) =0 1=0 Mai

}pera0<y<8 —  f(4,y) =4y —8—3y

19



(iii) Segment sobre la recta y = 2x entre els punts (0,0) i (4, 8).

r =2

Y = 2 } pera0<z<4 — f(r,2r)=22r—22—322 =228z

flx) =22 —8x; fl(z)=42-8 fl(v)=0;, v=2
f"(x)=4; f"(2)=4>0 =2 minim relatiu
Valor en el minim relatiu:  f(2,4) =8 — 16 =

3. Valors en els punts d’interseccié de les fronteres (veértexs).

£0,00=[0]  f(4.0)=[-8] f(4,8) =32-8-24=|0]

Solucio:

Valor maxim absolut: [ 0] en els punts (0,0) i (4,8).

Valor minim absolut: en els punts (2,4) i (4,0).

Exemple
Trobar el maxim absolut i el minim absolut de la funcié

fle,y)=z+y si 22+9y°<1 i y>0.

// /N

1. Maxims i minims relatius a l'interior.

Vi(z,y)=(1,1); Vf(x,y)=1(0,0); (1,1)+ (0,0) mno hiha punts critics
2. Maxims i minims relatius a les fronteres (obertes).
(1) Segment sobre 'eix OX (y = 0) entre els punts (—1,0) i (1,0).

r=2x

=0 } —-l<z<l — f(z,0 =2
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flz) =x; f'(z) =1 mno hi ha punts critics

(ii) Semicircumferencia y = +v/1 — 22 per a —1 < x < 1.

ifiM} —-l<zr<l — f(:c,+\/1—:c2>::c+\/1—x2

fl@)=z+Vi—2% flz)=1-— _Vi-a?-u

f(z)=0; V1—22—2=0; \/1—x2:xﬁ>1—x2:x2; 202 =1; «x

T =4V2/2 :1:':+\/§/2 és solucié = —V2/2 no és solucié

—V1—z?+z —l+o -
J(@) = . vi—el
1—a? 1—a? (1 — 22)3/?
2 2
f <+\/§/2> <0 T = +\/7— maxim local| — y = —|—§

7) fF(V2/2,v2/2) = \/75 \/g:ﬁ

3. Valors en els punts d’interseccié de les fronteres (vértexs).

f(=L0)=[=1]  f(1,0)=[1]

Solucio:

Valor maxim absolut: |v2| en el punt (v/2/2, v/2/2).

Valor minim absolut: en el punt (—1,0).
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