4. Congruencies

NOMBRES CONGRUENTS

Una de les classificacions més habituals en el conjunt Z dels nombres enters
consisteix a considerar nombres parells i nombres senars. Aquesta particio
esta relacionada amb els possibles residus de la divisié entera entre 2: els
nombres parells corresponen a residu 0 i els senars a residu 1. A continuacié
anem a generalitzar aquest tipus de particions utilitzant un divisor positiu
qualsevol.

» Suposem un nombre enter m > 1. L’enter a és congruent amb l'enter
b modul m si ambddés nombres obtenen el mateix residu de la seva divisié
entera entre m. Ho denotem a = b (modm).

Per exemple, 17 = 22 (mod 5); ambdds obtenen residu 2 en la divisié per 5.
No obstant, 17 # 22 (mod7), jaque 17=7-2+3122=7-3 + 1.

» El segiient enunciat és una definicié alternativa de nombres enters con-

gruents modul m.

Dos nombres a, b € Z sén congruents modul m (m > 1) si la seva diferéncia
és miultiple de m:

a=0b(modm) < m|(a—Db)

Ambdues definicions sén equivalents. Si els nombres a i b obtenen el mateix
residu de la seva divisié per m:
a=maq +7r

b:mq2+r} = a—-b=m(p—q) = m|la=0).

Reciprocament, si m|(a — b) llavors a — b = m k per a un determinat k € Z.
Els nombres a i b difereixen en un multiple de m de manera que

b=mqg+r(0<r<m) = a=b+mk=m(g+k)+7r(0<r<m)



1 el residu de la divisio d’a 1 b entre m és el mateix.

Exemples

17 =22 (mod5) ja que 5|(—5) 42 =20 (mod 11) ja que 11|22
17 #£ 22 (mod7) jaque 7 f(—5) 79 # 52 (mod11) ja que 11 f27

Propietat Per a cada enter m > 1, la relacié de congruencia és una relacié
d’equivalencia definida en el conjunt Z dels nombres enters.

Cada nombre és congruent amb ell mateix (propietat reflexiva). Siun nombre
és congruent amb un altre, aquest ho és amb el primer (propietat simetrica).
Si un primer nombre és congruent amb un segon i aquest amb un tercer, el
primer ho és amb el tercer (propietat transitiva). Aquestes tres propietats
son les que caracteritzen una relacié d’equivalencia.

» Tota relacié d’equivalencia estableix una particié en classes sobre el conjunt
en el qual esta definida. A la relacié d’equivalencia congruent modul m
trobem m classes, tantes com possibles residus de la divisié entera per m:

0,1,2,...,m—1.

Triem com a representant canonic de cada classe el residu comi de la divisié
per m. Denotem cada classe mitjangant 7 (0 < r < m — 1).

Exemple Classes d’equivalencia en Z segons la congruencia modul 2.

{.. ~2,0,2,4,6,...}
{.. ~1,1,3,5,7, ...}
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La classe de 0 esta formada per tots els enters que en la divisié per 2 obtenen
residu 0: son els nombres parells. La classe de 1 esta formada pels de residu

1: sén els senars.
Exemple Classes d’equivalencia en Z segons la congruencia modul 5.

~5,0, 5,10, 15, ...}
94161116 )
8,3271217 )
—7,-2,3,8,13,18, ...}
—6,—1,4,9,14,19, ...}
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La classe de 0 esta formada per tots els enters la divisié dels quals entre 5 és
exacta: son els multiples de 5. Les restants classes son multiples de 5 més 1,
més 2, més 3 o més 4. Es a dir:

0={bt,VteZ}, 1={bt+1,VteZ}, ..., 4={6t+4,VteZ}.

» Com a tota relacié d’equivalencia podem considerar el conjunt de les classes
segons les diferents congruencies modul m, per a cada m > 1. Designem
mitjangant Z/m cadascun d’aquests conjunts.

7)2=1{0,1), 2/3={0,1,3}, Z/4—{0,1,3,3),

Z/5:{O71727374}7 Z/6:{07172737475}7"'

La segiient propietat permet definir una suma i un producte a cada con-
junt Z/m. Operant un element qualsevol d’una classe amb un altre element
qualsevol d’una altra classe s’obté com a resultat nombres que estan en una
mateixa classe, tant per a la suma com per al producte.

Propietat Suposem un enter qualsevol m > 1.

a =b (modm) (i) a+c=b+d (modm)
czd(modm)} ~ {(ii) ac=bd (modm)

Demostracio. Segons la definicid, les condicions de I’enunciat equivalen a
m|(a —b) im|(c—d), ésadir,a—b=msic—d=mt, per a determinats
s, t € Z.

(i) (a+c¢)—(b+d)=a—b+c—d=m(s+t) = a+c=b+d (modm).
(ii) Per a provar ac = bd (modm), la seva diferéncia ha de ser miltiple de
m:

ac—bd=ac—bc+bc—bd=(a—b)c+b(c—d)=m(sc+bt).

Exemple Comprovem la propietat anterior en Z/5 prenent dues parelles de
nombres congruents entre si.

17 =2 (mod5) Suma: 4
29 =4 (mod5) Producte: 49



OPERACIONS EN Z/m

» Podem definir una suma i un producte entre les classes segons cada
relacié de congruencia modul m. El resultat no depen del representant triat.
Per aquest motiu convé prendre els representants més senzills, és a dir, els
canonics.

» Fixat un enter m > 1, per comoditat, denotem els elements de Z/m sense
la barra de la classe. No obstant, cadascun dels seus elements representa a
la totalitat de la classe.

Z/m=A{0,1,2,... ,m—1}

Taules de les operacions suma i producte en Z/5

Utilitzem els cinc representants de les classes modul 5 per tal de completar
la taula de les operacions suma i producte. S’operen els representants i es
busca la classe del resultat.

+]01 23 4 01234
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 00
1112340 11012 3 4
212 340 1 210 2 4 1 3
313401 2 310 31 4 2
414 01 23 410 4 3 2 1
3 2
7./5
1 1

La suma compleix les mateixes propietats que la suma en Z: associativa,
commutativa, element neutre (classe 0) i element oposat. L’oposat de 1 és 4
(1+4=0enZ/5),'oposat de 2és3 (2+3=0en Z/5), ...

El producte compleix propietats com el producte en Z: associativa, commu-
tativa, element neutre (classe 1) i distributiva respecte la suma.



» Una altra propietat que pot complir el producte definit en un determinat
conjunt A és l'existencia d’element invers. Si 1 representa el neutre del
producte en A,

a€Atéinvers & Ja '€ A/aat =1

El producte en Z no compleix, en general, la propietat de 1’element invers.
Només sén invertibles en Z els nombres 1 i —1.

En Z/5 cadascun dels seus elements, excepte el neutre de la suma 0, posseeix
element invers:

Vn € (Z/5) In~t € (Z/5) /nnt = 1.
En particular:

I''=1(1-1=1); 27'=33"1'=2(2:3=1); 4'=4 4-4=1).

Taules de les operacions suma i producte en Z/6

Com en el cas anterior, utilitzem els sis representants de les classes modul 6
per tal de formar les dues taules.

+/0 1 2 3 4 5 101 2 3 45
0101 2 3 4 5 0{0 00 O0O0O0
111 2 3 45 0 110 1.2 3 4 5
212 3 45 01 210 2 40 2 4
313 45 01 2 310 30 3 0 3
414 501 2 3 410 4 2 0 4 2
515 01 2 3 4 510 54 3 21

La taula de la suma en Z/6 no presenta diferéncies essencials amb la taula
de la suma en Z/5. L’element neutre de la suma en Z/6 és la classe de 0.

La simetria de les taules respecte la diagonal principal equival a la commu-
tativitat de les operacions.

La taula del producte en Z/6 és radicalment diferent a la del producte en
Z,/5. A les linies de la taula del producte en Z/6 observem elements repetits,
a la vegada que alguns nombres no apareixen com a resultats.

A les files o columnes corresponents a 2, 3 i 4 no apareix com a resultat 1,
que és el neutre del producte. Aix0 suposa que 2, 3 i1 4 no tenen invers per
a aquesta operaci6. Només tenen invers el propi neutre 1 i el 5:

1.1=1, 5-5=1.



Analitzant la taula del producte, els nombres 2, 3, 4 # 0 presenten 0 a les
seves files o columnes, encara que 'altre factor no sigui 0. En concret:

2:3=3-2=0, 3-4=4-3=0.

» En un conjunt numeric dotat de suma i producte on 0 representa el neutre
de la suma, es diu que dos nombres a i b son divisors de zero si

ab=0 pero a,b;«éO‘

La situacié dels elements pel producte és diferent en els conjunts Z/m que
hem considerat.

- En (Z/5)* tots els seus elements son invertibles i no hi ha divisors de zero.
- En (Z/6)*: 1, 5 son invertibles i 2, 3, 4 sén divisors de zero.

Les seglients propietats mostren quan succeeix una cosa o una altra.
Propietat Suposem un enter m > 2.

a € (Z/m)* esinvertible < med(a, m) =1

(=) Si a # 0 és invertible en Z/m existeix un element o' € Z/m tal que
aad =1, ésadir, ad =1 (modm):

aad'—1=mk per adeterminat k €Z = ad +m(—k)=1.

Com que 1 és combinacio lineal entera d’a i m, podem afirmar, per la identitat
de Bezout, que mecd(a, m) = 1.

(<) Per la identitat de Bezout, si a i m sén primers entre si existeixen dos
nombres enters x i y tals que: ax +my = 1.

Prenent classes modul m: @z +m7y = 1.

Perdo m =0, d'on, aZ = 1: a és invertible en Z/m) i a™! = .

Propietat Suposem un enter m > 2.

Sia€ (Z/m)*imed(a, m)=d+# 1, llavors a és divisor de zero en Z/m.

Suposem ara que a i m no sén primers entre si: mcd(a, m) = d # 1. Exis-
teixen dos nombres enters no nuls ¢; i ¢» tals que a=dg; i m = dqgs.



Multiplicant la segona igualtat per ¢, i substituint amb a:
mq =dgq =aq

Prenent classes modul m, 0 =a{q,, la qual cosa equival a aqy =0 en Z/m
i a és divisor de zero.

Exemple En Z/8: 1, 3, 5, 7 s6n invertibles; 2, 4, 6 sén divisors de zero.

I™'=1;, 3'=3@3B-3=1); 5'=5(-5=1); 7T'=7(7-7=1);

» Si p és primer, tots els elements de (Z/p)* sén invertibles.

Un conjunt amb dues operacions es diu que té estructura de cos si, a més a
més de complir les set propietats com la suma i el producte en Z, tot element
diferent del neutre de la suma té invers per al producte.

Z/p és cos ¥V p primer

» Sim és compost, Z/m no és cos ja que té divisors de zero i aquests no sén
invertibles. Els elements 1 i m — 1 sén invertibles en Z/m per a qualsevol
m > 1jaque 1lim—1s6n sempre primers amb m.

RESOLUCIO DE CONGRUENCIES

Resoldre congruencies consisteix a resoldre equacions on les incognites son
elements pertanyents a algun conjunt Z/m (m > 1).

Considerem la congruencia multiplicativa

ax =0b(modm)

Propietat Si anomenem d = mcd(a, m).
(i) La congruencia az = b (modm) té solucié si i només si d|b.

(ii) Si té solucid, el nombre de solucions de ax = b (modm) és d.

Demostracié. Provem que resoldre la congruéncia a x = b (mod m) equival a
resoldre ’equacié diofantica lineal

ar+my=> (%)



Si zg és soluci6 de la congruéncia, azg = b (modm),
arg—b=mk, peracert ke€Z = axy+m(—k)=0b.

Queda provat que (zg, —k) és soluci6 de I'equacié diofantica ().

Reciprocament, si (xg, yo) és solucié de I'equacié (*):
axg+miyg=>.

Aleshores, axy — b =m(—yp), d'on, axy = b (modm).

(i) Haviem provat que la condicié necessaria i suficient per tal que 'equacid
diofantica lineal (x) tingui solucié és que d|b, sent d = mcd(a, m). L’equi-
valencia entre la resolucié de I'equacié diofantica i la congruencia prova que
el criteri de resolucio és el mateix.

(ii) Si (o, yo) és una soluci6 particular de (%), la seva solucié general és
(x,y) = (xo+mt/d, yo—at/d) VteZ.

Per a cada t amb 0 < ¢t < d provem que s’obté una soluci6 diferent de la

congruencia ax = b (modm).

Si dos nombres t; i t, amb 0 < t; < t3 < d donessin lloc a solucions iguals
en Z/m:
(zo +mty/d) — (zog+mty/d) =mk.

Llavors m (t; — t3) = dmk ens porta a t; — ty = dk, és a dir, d|(t; — t2), la
qual cosa és impossible. Aixo garanteix d solucions diferents.

Veiem que no hi ha més solucions. Considerem un nombre ¢ tal que ¢t > d
6t < 0. Per 'algorisme de la divisié entera t = dg+r amb 0 < r < d. La
solucié corresponent

ro+mt/d=xo+m(dqg+r)/d=z0+mr/d+mgq

es diferencia de la solucié per a t = r en un multiple de m: pertany a la
mateixa classe en Z/m, llavors és la mateixa solucié.

Exemple Resoldre la congruencia 3z —2 =4 (mod5).

En primer lloc sumem 2 a ambdés membres per transformar-la en una con-
gruencia multiplicativa.

3z —242=4+4+2(modb5) = 3x=1(modb).



Com que med(3, 5) = 11 1|1, segons la propietat anterior, la congruencia té
una unica solucié. Per a aillar x multipliquem ambdods membres per 'invers
de 3en Z/5: 371 =2

2-3x=2-1(modb) = x=2(modb).
La soluci6 és = = 2 (mod5) o equivalentment: x =2+ 5¢t, Vit € Z.

» Les congruencies modul qualsevol primer p sempre tenen solucié tnica, ja
que mcd(a, p) = 1 per a 0 < a < p. Per resoldre-les no s’acostuma a passar
a l'equacié diofantica associada sind que es determina 'invers del coeficient
a en Z/p.

Exemple Resoldre la congruencia 3z + 1 =4 (mod6).

La transformem en congruencia multiplicativa:
3r+1—-1=4—-1(mod6) = 3z =3 (mod6)

En aquest cas med(3, 6) = 3 i 3|3. La congrueéncia té tres solucions. El
nombre 3 no té invers en Z/6. Si mirem la fila del 3 a la taula de multiplicar
en Z/6 podem obtenir les solucions:

x=1(mod6), x=3(mod6), z=5(modb).
Les tres solucions poden expressar-se com a x =14 2t, Vt € Z.

Exemple Resoldre la congruéncia 3z +5 =1 (mod6).

Operant, 3z+5—5=1—5 (mod6) déna lloc a 3x =2 (mod6).

En aquest cas med(3, 6) = 3, perd 3 /2. La congruéncia no té solucid.
Exemple Resoldre la congruéncia z? —x =0 (mod 7).

Estem buscant solucions en Z/7 on no hi ha divisors de 0 ja que 7 és un
nombre primer. En aquest cas:

2 —2=0(mod7); x(x—1)=0 (mod7) = =0 (mod7)6x =1 (mod7).

Exemple Resoldre la congruéncia z? —x = 0 (mod 6).

La situacié en aquest cas és diferent al cas anterior. En Z/6 existeixen
divisors de 0, ja que 6 no és primer. Un producte igualat a 0 no implica que
cap dels seus factors sigui nul.



Si 22 — 2 =0 (mod6), és a dir, z (z — 1) = 0 (mod 6) pot passar:
(i) x=0 (mod6)
(i) —1=0 (mod6) x =1 (mod6)

(i) { z =2 (mod6) { z =2 (mod6)

z —1=3 (mod6) = 4 (mod 6) no hi ha solucié

(iv) { "= fg@?ﬂiz) Jg) X=3(mode)

z =3 (mod6) x =3 (mod 6) _ 5
(v) {x—1£4(mod6) {xES(mod6) no hi ha solucid

(vi) { i ? il(zﬂ??niz)d 6) x =4 (mod 6)

Exemple Resoldre el sistema de congruencies lineals

2243y =5 (mod7)
3z —5y=2(modT)

Es pot eliminar tots els negatius utilitzant nombres entre 1 i 6. El sistema

queda:
2243y =5 (mod7) }

342y =2 (mod7)
» S’utilitza reduccié per a resoldre sistemes de congruencies lineals.

Multipliquem la primera congruencia per 3 i la segona per 2 per tal d’eliminar
la incognita x restant.

3-(2x+3y)=3-5(modT7) 6z+2y =1 (modT)
2-Bzx+2y)=2-2 (modT) 6+ 4y =4 (modT)

Aleshores, 2y =3 (mod7). Com l'invers de 2 en Z/7 és 4:
4-2y=4-3 (mod7) = y=>5(modT)

Una vegada obtinguda la incognita y substituim el seu valor en una de les
equacions per tal de determinar la incognita x:

20 +3-5=5(mod7) = 2x+1=5 (mod7) = 2x =4 (modT).
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Multiplicant novament per 27* = 4 en Z/7:

x =2 (modT).

La solucié del sistema és z = 2 (mod7), y = 5 (mod7). Aquesta solucié
també pot expressar-se mitjancant tots els nombres solucié en Z:

(z,y)=(24+7t,54+7t) Vt, t' € Z.

Exemple Resoldre el sistema de congruencies lineals

br—4y= T (modll)
3x4+9y = -1 (mod11)

Posem tots els nombres en positiu i reduim per tal d’eliminar x.

Sbx+Ty= 7 (modll) 42+ 10y = 10 (mod 11)
3z+9y =10 (mod11) 4r+  y= 6 (modll)

Restant, 9y = 4 (mod11). En Z/11, 97 = 5, aleshores y = 9 (mod 11).

Substituint a la primera congruencia:
b5x4+8=7(modll) = 5x=10(modll) = x=9-10=2 (mod11).

La soluci6 del sistema és: © =2 (mod 11), y =9 (mod 11).

» Un problema classic de congruencies consisteix a determinar el residu de
la divisié entera quan el nombre és una potencia.

Exemple tipus Determinar el residu de la divisié de 23%4292 entre 7.

El valor exacte del nombre 233292 &g dificil de calcular i el residu de la

divisié entera entre 7 seria dificil de determinar. Utilitzant propietats de les
congruencies, el residu es calcula amb uns quants passos d’operacié.

L’enunciat equival a resoldre 23%2%? =z (mod7).

Els nombres congruents compleixen:

4

a =b (modm) } ac=bd (modm)

¢ =d (modm)
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En particular, a = b (modm) = a®> = V? (modm) = a® = b* (modm), ...

Utilitzem aquest resultat buscant nombres congruents a les successives potencies
de la base 23 fins a obtenir un resultat senzill: 1 6 —1.

23 =2 (mod7); 23*=2°=4(modT7); 23*=2°=1 (mod7).

Cada producte de tres nombres 23 és congruent amb 1 modul 7. Agrupem
de tres en tres 'exponent 84292 utilitzant la divisié entera:

84292 = 3-28097 + 1

Llavors, 23%1292 = 233 28097+1 — (23%)28097 931 = 12097 9 = 2 (mod 7).

384292

El residu de la divisié entera de 2 entre 7 és 2.

Exemple Determinar el residu de la divisié de 1729318 entre 23.

Sense calcular les potencies de 17, determinem amb quins nombres sén con-
gruents fins obtenir un 1 o un —1.

17 =17= -6

17> = (—6) - (—6) = 13
173=17-13=14= -9
171=13-13=38
17°=17-8=21= -2
176 = (—9) - (—9) = 12

1T =(-2)-12=-1  (mod?23)
Dividim I'exponent 29318 entre 11: 29318 = 11 - 2665 + 3.
1729818 _ (711266543 _ (1711)2665 178 = (_1).14 = 9 (mod 23).
El residu de la divisié entera de 172%3!8 entre 23 és 9.

» La determinacié d’'un nombre congruent amb les successives potencies i
que sigui menor que el modul pot ser laboriosa. D’entrada, es desconeix
el nombre de potencies necessaries fins a obtenir un 1 o un —1 en aquest
desenvolupament. A la seglient seccié s’obtenen resultats que sistematitzen
el procés.
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LA FUNCIO D’EULER

La funcio d’Fuler és una aplicacié ¢ : N* — N* que a cada natural n > 1 1i
fa correspondre el nombre d’enters z, 1 < x < n, tals que x i n sén primers
entre si.

¢p(n)=card{x/1<x<n A mcd(x,n)=1}

» Si p és un nombre primer, llavors ¢(p) = p — 1. Per definicié, ¢(1) = 1.

» Valors de ¢(n) per a n petit:

10 11 12
4 10 4

n_|

¢(n) |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 2 2 4 2 6 4 6
» El valor de la funcié ¢(n) és igual al nombre d’invertibles en Z/n.

Per exemple, ¢(9) = 6 i en Z/9 els invertibles sén: 1, 2, 4, 5, 7, 8.

Propietat Per a qualsevol natural n > 1 es verifica:

> é(d) =n.

din

Exemple Els divisors del nombre 12 = 22-3 sén: 1, 2, 3, 4, 6, 12.

(1) +¢(2) +6(3) + 0(4) + ¢(6) + ¢(12) = 1+14+24+2+2+4 =12

m m—1

Propietat Si p és primer, llavors ¢(p™) = p™ — p

Demostracié. Contem els nombres que no sén primers amb p™:

P 2p, 3D, .o oD, (D+1)p, o PP, (PP D) , P .

Llavors, els nombres primers amb p™ sén p™ — p™~ 1 i ¢(p™) = p™ — p™ L.
Per al cas general d'un nombre enter n (n > 2), sabem que existeix una
factoritzacié unica en producte de primers. A partir d’aquesta propietat
es pot oferir una expressio per al calcul de la funcié d’Euler d’'un nombre
qualsevol tal i com s’estableix en el seglient resultat.
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Teorema Suposem un nombre natural n > 2 que factoritza en la forma

n=np"py?---p" amb p; < py < --- < p; nombres primers. Aleshores:

s =n (1= 1) (- 1) (- 1)

Exemple Calcul de la funcié d’Euler per al nombre 720. La descomposicié
en factors primers és 720 = 2% .32 .5. Aplicant el teorema:

1 1 1 124
6(720) = 720 <1—§) <1—§) (1—3) =720 5z =192,

Exemple Valor de la funcié d’Euler d’un nombre p™ amb p primer.

o) =" (1-2) ==

» El segiient teorema estableix la congruencia amb 1 per a potencies de
nombres mitjancant la funcié d’Euler del modul.

Teorema d’Euler Suposem a, m > 1.

Si med(a, m) =1 aleshores a®™ =1 (modm)

Exemple Determinar el residu de la divisié de 773262 entre 169.

Amb el Teorema d’Euler no necessitem provar potencies fins a obtenir una
congruencia amb 1 modul 169. Només cal calcular la funcié d’Euler de 169.

169 =13* = ¢(169) = 13%> — 13 = 156.
Com que és med(77, 169) = 1, pel Teorema d’Euler, 77'%% =1 (mod 169).
Dividint I’exponent entre 156, 13262 = 156 - 85 + 2, obtenim:

771862 — 771568542 = 772 = 14 (mod 169).
El residu de la divisié entera de 773262 entre 169 és 14.

Petit Teorema de Fermat Suposem p primer.

Si mecd(a, p) =1 aleshores a”~' =1 (modp)

14



» Aquesta propietat és conseqiiencia del Teorema d’Euler quan el modul és
un nombre primer p, en aquest cas ¢(p) = p — 1.

2 384292

Exemple tipus Determinar el residu de la divisié de entre 7.

Ara el modul és un primer, 7. Com que mcd(23, 7) = 1, el Petit Teorema de
Fermat afirma que
23° =1 (mod7).

Aquest exemple ens permet comprovar que el valor de I’exponent que ofereix
el teorema no té perque ser el menor. Sabem que 23% = 1 (mod7), pero
aquest resultat s’havia obtingut per calcul de potencies.

Ara, 84292 = 6 - 14048 + 4, d’on,

2384292 — 236-14048+4 — (236)14048 234 = 24 = 2 (mOd 7)

Exemple Determinar el residu de la divisié de 22% entre 289.

El nombre 289 factoritza com a 172, aix{ doncs ¢(289) = 17 — 17 = 272,
Com que med(2, 289) = 1, pel Teorema de Fermat, 227 = 1 (mod 289).

2290 — 2272+18 = 218 (mod 289)

D’entre les primeres potencies de 2, la que pren un valor més proxim al modul
és 28 = 256 = —33 (mod 289). Aleshores,

218 — 98°2%2 = (_33)?.4 = 1089 -4 = 21 (mod 289).

El residu de la divisié entera de 229 entre 289 és 21.

CRITERIS DE DIVISIBILITAT

La determinaci6 de criteris de divisibilitat en un sistema de numeracié posi-
cional és una conseqiiencia de les congruencies de les potencies de la base del
sistema de numeracié. El nostre sistema de numeracié és decimal, aixo és,
de base 10. Cada nombre s’escriu utilitzant les xifres o digits 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7,8, 9.

Per a denotar un enter n > 1 mitjancant les seves xifres utilitzem la notacio:

n = (S(Ik c 'LL’35L’22L’15L’0)10 =g+ 21 101 + Zo 102 + 23 103 + -+ xg 10k
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Per exemple, (7459)10 =9 +5-10" +4-10* +7-103.

» Un enter n > 1 és divisible per m (m > 1) si i només si n = 0 (modm).

min < n=u1x+ 210" + 25 10* + £310° + - - - 4+ 23, 10" = 0 (mod m)

Qualsevol nombre enter en el sistema decimal és una combinacio lineal entera
de potencies de 10. Un criteri de divisibilitat entre m requereix coneixer les
congruencies de 10° modul m (i > 0).

e Criteri de divisibilitat entre 2

1 =1 (mod?2); 10" =0 (mod?2); 10> =0 (mod?2); ...
El nombre n = (- - - x3x2x170)10 és divisible entre 2 sii

zo =0 (mod2) & xg és parell.

e Criteri de divisibilitat entre 3

1 =1 (mod3); 10" =1 (mod3); 10> = 1 (mod 3); 10> =1 (mod3); ...
El nombre n = (- - - x3x2x120)10 és divisible entre 3 sii

ro+x1+- -+ =0 (mod3) < la suma de les seves zifres és maltiple de 5.

e Criteri de divisibilitat entre 4

1 =1 (mod4); 10" =2 (mod4); 10> =0 (mod4); 10* =0 (mod 4); ...
El nombre n = (xy - - - x3222120)10 és divisible entre 4 sii
o+ 221 =0 (modd) < x9+ 1021 =0 (mod4) < (x179)10 = 0 (mMod 4)

& el nombre (z1279)10 es maltiple de 4.

e Criteri de divisibilitat entre 5

1 =1 (mod5); 10" =0 (mod5); 10> =0 (mod5); ...
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El nombre n = (- - - x3x2x120)10 és divisible entre 5 sii

zo =0 (modb) & xy és 06 5.

e Criteri de divisibilitat entre 9

1=1 (mod9); 10" =1 (mod9); 10> =1 (mod9); 10* =1 (mod9); ...
El nombre n = (- - - x3x2x120)10 és divisible entre 9 sii

ro+x1+- -+ =0 (mod9) < la suma de les seves zifres és maltiple de 9.

e Criteri de divisibilitat entre 11

1 =1 (mod11); 10" = —1 (mod11); 10> = 1 (mod 11); 10* = —1 (mod 11);
10* =1 (mod 11); 105 = —1 (mod 11);
El nombre n = (xy - - - x3x22120) 10 és divisible entre 11 sii
To— o1 + 29— 254+ 24 — x5+ + (=DF2, =0 (mod 11) <
(xo+az2ot+as+-)—(r14+as+as+--+)=0(modl1l) <

la diferencia entre la suma de xzifres de lloc senar i la suma de wzifres de lloc
parell és maltiple de 11 (0, 11 o multiple de 11).

Exemple Determinar un criteri de divisibilitat entre 7.
Calculem les congruencies de les potencies de 10 modul 7.

1 =1 (mod7); 10" =3 (mod7); 10° =2 (mod7); 10° = —1 (mod 7);
10* = =3 (mod 7); 10° = —2 (mod7); 10° =1 (mod 7); 10" = 3 (mod 7); . ..

A partir de 10° = 1 (mod 7) el resultat de les congruencies es repeteix. Per
tant, el nombre n = (zy, - - - T3x2x170)10 és divisible entre 7 sii

(vo+3x1+2x9 —23 — 34 —225)+ () +--- =0 (mod7).

Per exemple, el nombre 3218096 és divisible entre 7, ja que:

6+3-942.0-8—-3-1-2-24+3=236—15=21=0 (mod7).
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Exemple Comprovar si és correcta la divisié 4792835 = 719 - 6567 + 432.

Si la igualtat numerica anterior és certa també ho sera per a les seves classes
modul 9. Cadascun d’aquests nombres és congruent modul 9 amb la suma de
les seves xifres, pero cada vegada que s’obté un 9 aquest és congruent amb 0
(mod9) i pot ser simplificat. A partir de I'enunciat:

2=8-6+0(mod9); perd 2% 3 (mod9).

Per tant, la divisié anterior no és correcta.

Aquest procediment es coneix com la “prova del nou”. Si la prova del nou
falla podem assegurar que 'operacié és incorrecta. No obstant, un resultat
favorable de la prova del nou no garanteix la correccié del calcul inicial.

Exercicis

1. Resoldre les congruencies

(i)bz+4=3(modT) (il) 22 — 5 =7 (mod8)

2. Resoldre el sistema de congruencies
—3x+ y=4(modT)
—2x—3y =1 (modT)

3. Calcular el residu de la divisié de 174927 entre 24.

4. Determinar un criteri de divisibilitat entre 13.
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